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Стандартн! границ! 1 метод невизначених коефипентв 


Целью статьи является альтернативный подход вычисления стандартных пределов в теории пределов. 
Подход основан на использовании метода неопределенных коэффициентов, который применяется к 
тригонометрическим и гиперболическим соотношениям. В результате получены не только стандартные 


пределы, но и стандартные разложения известных функций $ х,с0$ х‚5йх,сйх,е” по степеням х без 
привлечения дифференциального исчисления. 

Ключевые слова: предел, стандартные пределы, функция, синус, косинус, экспонента, 

метод, неопределенные коэффициенты. 


ТЬе ригрозе оЁ Ше рарег 1$ ап аЦегпайуе арргоасВ {ю са1саноп оЁ Фе $апдага ппиз ш Фе Шеогу оЁ 
Ни $. ТБе арргоасй 1$ Базе4 оп Ше аррПапсе оЁ Фе тео оЁ шаейпие соеЁЯслет. Тб тефо4 1$ 
аррНе4 ю и1еопотейлс апа вурегбойс 14епийез. ш Фе гези, фе хап4ага Пт$ \еге оМашей Бу Фе 
те#фо4$ оЁ @“етегиагу тафетайс$. ВезАез, фе Шеогу э1уез %апдага ро!упоппа| гергеземайоп$ Гог Ше 


Гапсй01$ $1 Х,с0$ Хх, 5Йх, сИх,е” \иош азше @ШНегепиа! саси!аз. 
Кеу У\/огдб5: Пти, запдага плиз, Рлпсбоп, зше, созше, ехропепна1, пефо4, шдейпие сое йаепб. 


Метою статт! е альтернативний шдх!д обчислення стандартних границь в теорй границь. Шдх!д 
використовуе метод невизначених коефицент!в. Метод застосовано до тригонометричних 1 гипербол!чних 
ствв1дношень. В результат! отримано не тльки стандартн! гранищ, але й стандартн! розклади функщй 


тлх,с05х,5йх,сйх,е” по степенях Х без залучення диференщального числення. 
Ключов! слова: границя, стандартн! границ, функшия, синус, косинус, експонента, 
метод, невизначен! коефиценти. 


Введение 


Стандартные пределы в математическом анализе, также известные под названи- 
ями первого и второго замечательных пределов, используются в основном для вывода 
производных функций зт х,с0$х,е”, а“ и составляют основу стандартной таблицы про- 
изводных [1-4]. Стандартные пределы представляют самостоятельный интерес (практи- 
ческое вычисление ряда пределов, оценка сходимости числовых и степенных рядов), 
а также являются вспомогательным теоретическим материалом для обоснования неко- 
торых производных в дифференциальном исчислении [5], [6]. 
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Специфический вывод формул стандартных пределов (первый стандартный предел 
основан на предельном переходе в геометрических построениях, а второй - на ос- 
нове бинома Ньютона) не носит универсального характера [1], [2]. Более органично 
«вписывается» в курс теории пределов подход на основе теории многочленов. Кроме 
того, будет показано, что приближения многочленами элементарных функций можно 
получить методами элементарной математики, без привлечения аппарата дифферен- 
циального исчисления. 

Стандартные ряды некоторых элементарных функций получают, используя фор- 
мулу Тейлора (формулу Маклорена), но, оказывается, без строгого обоснования можно 
их получить, не выходя за рамки элементарной математики, и, тем самым, легко 
вывести формулы стандартных пределов. 


1 Первый стандартный предел пш”"” =1 


х>0 Хх 


Запишем функцию синус в виде приближения многочленом п -й степени с неиз- 
вестными (неопределенными) действительными коэффициентами А,,А,,..., А, . 


зшх=А, +Ах+ Арх? +...+ Ах" +в (х), 


п-+1 


где г. (х) — остаток разложения, многочлен степени не ниже х 
Учитывая, что функция синус нечетная зт(—х) =-зшх и $10 = 0, получим мно- 


гочлен, содержащий только нечетные степени переменной хи А, =0 


. З 21-1 
В АЕ АХ ЗЕЛЬЯ ЕН) (1) 


2 
где ВН) — остаток разложения, многочлен степени не ниже х И : 


Аналогично, учитывая, что функция косинус четная соз(—х) = с0$х и с0$0=1, 


получим многочлен, содержащий только четные степени х и В, =1 
2 2п 
со5х =1+ Вх” +... + Вх” +в, (Х), ) 


где г›„(х) — остаток разложения. 

Замечание [. В формулах (1) и (2) остатки разложений обозначены одним симво- 
лом г(х), хотя все они различны [3]. Нас не будет интересовать явный вид функций 
г(х), поскольку целью является предельный переход х->0, в таком случае г’ (х) 
является бесконечно малой порядка и +1 [4]. 


В дальнейшем, в других разложениях, остаток будем обозначать одним символом 
г(х), учитывая сделанное замечание. Индексом п будем обозначать наименьшую 


степень многочлена, представляющего остаток разложения. 

Для нахождения коэффициентов А, В используем метод неопределенных коэф- 
фициентов [2], [3], который применим к основному тригонометрическому тождеству 
зт’х+с05°х=1. При этом выпишем только несколько первых членов, количество 
которых достаточно, чтобы получить закономерность. 


2п-1 


ео 7. +3 (ху? = 
= Аг? + Ах +2А Ах +2А А; х +2(А А; +А А.) +...), 


т? х=(Ах+Ах+А, +А.х’+...+Аних 
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с0$* х = (1+ Вх” + Вх“ + Вх +...+Вих" +в ..(х))° = 
= (1+ Вх“ + Вах +2( Вх’ + Вх + Вх + Вх +В, В, хо + В, Вх’) +... 


Складываем левые и правые части равенств, приравниваем коэффициенты при 
одинаковых степенях, получим тождество, которое должно выполняться при всех х 


1+ (А +28,)х” +(2А А +28, + В) х +2 А А; ++ А +2В,+2В,В,) хо + 
+2 АА; +2А А +2В,В, + В. +2В,)х' +... =1. 
Как известно, функции 1,х,х’,...хХ” являются линейно независимыми на всей 
действительной оси, поэтому приравнивая каждую скобку нулю (коэффициент при 


соответствующей степени х), получим систему уравнений для определения коэффи- 
циентов А, В 


АР+2В, =0, 

2А, А, + В =0, 

А +2А, А; +2В, В, =0, (3) 
А+ А, А, + В: + ВВ, =0, 


Эта система уравнений для определения коэффициентов А, В не является опре- 
деленной, поскольку неизвестных больше числа уравнений. Используем известное 
тригонометрическое равенство со5’ х— т” х = с0$2х (можно использовать любое иное 
тригонометрическое равенство, например, 2;тх-созх =зт2х). Тогда 


1+ (-А+28,)х* +(-2 А, А) +28, + В2)х* +(-2А, А; — +28, +2В, В.) х + 
+(-2А. А2; -2А А’ +2В, В, +В +2В,)х +...= 
=1+48В,х’+16В,х‘+64В,х°+256Вух“+... 

В результате получим еще одну систему 

-А+2В, =4В,, 

-2А А; + В» =16В), 

— А -2А А; +2В, В, = 64ВЬ, (4) 
-А-АА, +В: +В, В, = 256В,, 


Решение систем (3) и (4) проведем последовательно, образуя пары уравнений 


АР+2В, =0 г 

- Ре 

— А? +28, =4В, 2! 
2А А +28, + В> =0 Е. “м 
-2А, А; +28, + В; =16В, Я 4! 


2А А; + А +28, +28,В, =0 
—> 
-2А А; - А +2В, +28, В, = 64 В, 51 
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В результате имеем следующие разложения 


3 5 и 


АЕ я А 
р СО ея и 
2 + г (5) 


х" +12 (>). 


2! 4! ” "(ол )! 


Замечание 2. Разложения (5) определены с точностью до произвольного коэф- 
фициента А,. Это объясняется тем, что использованы равенства т” х+с05° х=1 и 


605? х— т” х+ = с052х , однородные относительно аргумента х, а именно, соотношения 
эт” ах + со5` ах =1 и со5’ах — т” ах+ = соз2ах остаются справедливыми для любых 
о. 

Коэффициент А, можно рассматривать как параметр, обозначим его ©. Теперь 
заметим, что при различных значениях параметра правая часть равенств (5) является 
функцией не переменной х, а переменной ах. Поэтому в разложениях (5) следует 
заменить $шх —> зт(ах), созх —> соз(ах) , и окончательно разложения имеют вид 


Е о ео 

п(ах) =ах В + - „+ (-Г) и" 9, р 
С О (ах), О 

соз(ах) =1- 2 + тт ...+(=1” т + „> (0х). 


Замечание 3. Коэффициент А, можно установить иначе, для этого достаточно в раз- 


ложения (5) подставить какое-либо из известных значений функций зшх и/или созх. 
При а =1 имеем стандартные формулы Маклорена 


хе 2 


зшх = > 1 аи бк 39, созх = о 1 ор. (7) 


Имея формулу для синуса (6), нетрудно получить формулу первого стандартного 
предела. Для этого разделим выражение (6) на х и перейдем к пределу при х->0. 
В результате имеем [1] 

шах 


Пт =а. (8) 


х>0 х 


Эта формула является обобщением первого стандартного предела, который в 
литературе обычно записывают при @ =1. 


пы х) 


При вычислении предела (8) использован предел Ши =0 , значение кото- 


рого очевидно, если учесть, что согласно логике разложения до остаток 7,„.- (х) является 


> 2п-+3 
бесконечно малой порядка х””” при х->0. 


хо 


1/х 
2 Второй стандартный предел 1+ : =е 
Аналогичный рассмотренному в предыдущем пункте подход можно применить 
к функции у=е”. Для этого рассмотрим гиперболические функции 5йх и сйх ‚ которые 


определяются равенствами [1] 
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Хх —х х —х 


вх = сх" и 5йх+ сих = е*. (9) 


Гиперболический синус является нечетной функцией, а гиперболический коси- 
нус — четной. Поэтому разложения функций 5йх и сйх имеют аналогичный формам (1) 
и (2) вид 
2 п+1 
5йх =Ах+ Ах +..-А их +В. (>), 


сйх =1+ Вьх’ +... + Вх” +6, .2(Х). 


2 2 
Для нахождения коэффициентов А, В используем равенства сй“х -— 5й^х =1 и 


2 2 
сй`х + эй`х =сй2х (можно использовать равенство 2сйх: 5йх = 5й2х ) 


3 5 2п-1 
АЕ А 


Е А к. (о 
а 5 (21+)! 530, 
2 4 2п 
СЕ Е ЕТ О 
2! 4! (2п)! виа 9 


Искомое разложение имеет вид 


А? 3 п 
е’ = зрх-+ сйх =1+ Ах +. + "+ (Хх), (10) 
>. 3! п! ы 
Как в случае синуса и косинуса, обозначим коэффициент А, =@ . Как и в пре- 


дыдущем пункте, имеют место замечания 2 и 3 относительно параметра ©. Поэтому 
разложение для экспоненты имеет вид 


2 3 п 
е” р О вы ро 9 +1 (0х). (11) 
21 3! п! 
Отсюда видно, что при &@ =0 имеем е"| =1, при а =1 — формула Маклорена 
© =0 
для функции е^ 
п К 
х 
и (12) 
г 


Отметим еще один случай при 4 = ша ‚ получим известное разложение 


п К 
х 

а* = › ша + и 1 (Х). 
К=0 . 


Замечание 4. Коэффициент А, можно установить иначе, для этого достаточно в 


разложение (11) подставить какое-либо из известных значений функций е“, например, 
при х=1 имеем известное число ея 2,7182818285... Полагая в (11) х=1, получим 


А, =1. В результате получим разложение функции е” в визе (12). 


При малых значениях х имеем приближенное равенство е“ =1+х, из которого 
следует второй стандартный предел при х > 0 


Пи + ох)" 


х>0 


оО (13) 
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Эта формула является обобщенной второго стандартного предела, который в лите- 
ратуре обычно записывают при © =1 [1] 


№(1+х)"* =е. 
х-—>0 
Общепринятая форма записи второго стандартного предела достигается заменой 


у=1/х при у-—> 0. В результате имеем 


хо вс 


1 Их 
вто =е. (14) 


3 Несколько замечаний относительно оценки 
остаточных членов разложений 


Оценку остатка г,(х) легко получить и обосновать в рамках теории Тейлора, опи- 


раясь на аппарат дифференциального исчисления [1], [2], [5]. В нашей работе пред- 
ставление функций многочленами получены без привлечения понятия производной, 
т.е. в рамках элементарной математики. В этом ценность работы. 

Что касается вопроса оценки остаточных членов разложений, то для обоснования 
стандартных пределов нет в этом необходимости, поскольку рассматриваются малые 
значения х, ав конечном счете, выполняется предельный переход х > 0 [6]. 


Выводы 


1) Стандартные пределы получены в рамках элементарной математики, без при- 
влечения аппарата дифференциального исчисления. 

2) Стандартные пределы получены с использованием только метода неопреде- 
ленных коэффициентов. 

3) Результаты работы выходят за рамки поставленной задачи, поскольку метод 
неопределенных коэффициентов приводит к стандартным приближениям многочленами 
функций $1 х,с0$ х, 5йх,сйх,е”. 

4) Результаты работы легко обобщаются на все известные стандартные разложения, 
например, кроме перечисленных выше функций, 1п(1+х), (1+х)* и могут быть получены 


в рамках элементарной математики. 

5) Приближение основных элементарных функций многочленами на этапе изуче- 
ния теории пределов значительно упрощает вывод ряда математических положений, 
в том числе облегчает вычисление пределов. 

6) В процессе вывода активно используется метод неопределенных коэффици- 
ентов, что будет полезным при интегрировании рациональных дробей. 

7) Полученные результаты работы остаются ценными и могут быть использованы 
творчески, например, для вывода первого и второго стандартных пределов, демонстра- 
ции того, что стандартные пределы являются следствиями степенных разложений 
функций, для сравнения бесконечно малых величин, наконец, для изучения метода 
неопределенных коэффициентов. 
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ВЕЗОМЕ 


Г.Р. Мтопепкго, [.У. Регепко 
Гре уапаата [лтй5 апа те Метоа о! таейпие Соейсепт5 


Тре ригрозе о{ Ше рарег 15 ап аЦегпайуе арргоась Гог а сасфайоп оЁ Фе хапдага 
111165 ш Фе Феогу о Пти. Те арргоасВ изез фе тефо4 оЁ шдейпие соеЁЙслет5. 'ТЬ1$ 
тешфо4 1$ аррПе ю и1еопотеблс ап4 ВурегФоЙс 14епйНез. ш Ше гези{, ше запдага 
[7$ \еге оМатед Бу фе тефо4$ оЁ е]етегагу тафетайсз. Вез1Ае$, Фе Феогу с1уе$ 
$бапдагА ро]упопта| гергезещайопз ог фе Рапсйоп$ зшх,со0$ х, 5йх,сйх,е` \УИПоОйЕ и$1$ 
@етепиа! сасии$. 

У\’е Ш Впа Фе РапсНоп$ зшх апа созх ша Юга 9 ройупопта] ехрап$101$ УИ 
шаейпие сое Ис1еп$ А апа В 


2п-1 


зшх=Ах+ и о 


и 2п 
созх =1+ Вх” +...+ Вх" +в, (Хх). 


(0 


У!Пеге Ше гез( (еггог) г,(х) оЁ еасЬ оЁ Фе ехрапз1оп 15 ро]упопиа[ оЁ х” оЁа 4естгее 
по [ез$ Феп п. ш Ше ехрап$1оп$, и \аз {аКеп шю ассоипЕ Фе ргорегиез оЁ а зуттеху 
о фе Рапсйоп$ $т(—х)=-5шх, с0$(—х) = созх ап4 Фе уашез $т0=0, с0$0 =1. 

ТБе пехЕ %ер 1$ ю Нп4 шаейпие сое Исет А, В. Еог 5, и 15 заЦаЫе о арр!у Ше 
тейо4 оЁ шдейпие соеЁЯс1ет [1-2] ю Ше 1Чепву зт” х+ с0$’ х=1. 


Зи Ише Фе ехргеззюоп$ (1) шю Ше 14епузшт” х+ с0з’х=1. Айег 11$ 
сотрагие фе сое Аслеп($ аЁ Фе зате 4естеез$ оЁ х, \е соте о а зует оЁ Ше едиайоп$ 


(2) 


А? +2В, =0, — А +2В, =4В,, 
2А А, +В =0, -2А А, + В; =16В,, 

№ +2А А; +28В,В, =0, (2) 1-А-2АА, +2В,В, =64В,, (3) 
А +А, А, + В; +В, В, =0, -А-АА, +В. +В, В+ =256В,, 
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Тре зужет (2) 1$ по сошр! ее. ОпКпо\/п$ аге тоге ап Фе едиайоп$. 'ТБегеГоге 
\е пее4 {о изе апофег и1еопотейлса| 14епибу ог Фе Рпсйоп$ зшх ап созх, Юг 
ехатре, соз’ х — т’ х=с0$2х (И тау Ъе изе4 25тх-созх = эзт2х ап4 30 оп). ш Фе 
тези1, \е Вауе Фе зесоп4 зу$ет оЁ Ве еацанопз (3) 

ТБе зомйоп оЁ Ше и ©) апа (3) сотез {ю Фе пех( ехрап$10п$ 


К лы ее (ах)” 
пах = ре 1) Е ОЕ о (—1) т +6 .2(@х). (4) 


У\!Бетге о = А, 15 а рагатаег. Те запдагА ехрап$101$ \Ш Бе аё а =1. 
Озше Фе 1Чепниез сй’х-5/’х=1 апа сй’х+5/Й”х = сй2х \е еазПу Ипа фе 
эипПаг ехрап$1оп$ Гог Фе вурегФойс Рапсйоп$ 5йх,сйх апа Гог Ше ехропепйа! ГапсНоп 


х 


е 


У нм.) 6 


К=0 
Тра$, уе Вауе мо ргоетл$ зо[уеа. 
1. ТБе $ап4аг4 ехрап$1оп$ ог фе Рапсйоп$ зах, сов х, эйх, сих, е* ате оаштеа \уиИош 
и$1те оЁ Фе Ч егепиа! сайси]1и$. 


2. Арруш® Ше ехрап$10п$ ог зтх (4) апа е” (5) ме тау се Фе \меП-Кпо\’п 


.. .. ЗшШох | 
з‘апдага шпи$ Ит =, Пт 
х->>0 х х->>0 х 


Статья поступила в редакцию 03.07.2012. 
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